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Определение моментов инерции массы тел сложной формы про­
изводится обычно экспериментальными методами, из которых одним 
из наиболее распространенных является метод качаний на бифиляр- 
ном подвесе.
Как известно, момент инерции относительно оси, проходящей че­
рез центр тяжести тела, вычисляется по формуле
Gci2 VJ , = -------------------   , ( I)
I 4тг2
где G — вес тела:
2 а — расстояние между нитями;
/ — длина нитей;
T — период колебаний тела на бифиляре.
Формула ( 1 ) справедлива в случае совпадения центральной оси 
тела, относительно которой определяется момент инерции, с осью 
симметрии бифиляра. Обычно указанные оси не совпадают. Вследствие 
этого возникает погрешность, тем большая, чем больше смещение 
осей. При значительном смещении формула (1) становится совсем не­
пригодной.
В настоящей статье приведены результаты анализа точности ме­
тода в зависимости от относительного смещения указанных выше 
осей для трех возможных видов смещения: линейного, углового и 
смешанного.
Линейное смещение
В этом случае центральная ось тела смещена в плоскости бифи­
ляра параллельно его оси на расстоянии ех (фиг. 1 ).
Если подвешенное таким образом тело повернуть вокруг цент­
ральной оси на угол ср и отпустить без начальной скорости, то центр 
тяжести тела будет колебаться вдоль этой оси и положение его оп­
ределится координатами л+ =  ех, ус = О и
N =  /(I — cos+) — (а +  ех) SiпѲ. (2)
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Как видно из фиг. 1, углы 62 и Ѳ связаны с углом закручи­
вания бифиляра ® уравнениями:
s in
s m  Фо
а
а
Sm
sin
sin Ѳ =
2 а
cos  ф2— COS'/
(3)
(4) 
(5?
Целесообразно упростить э т у  с и с т е м у  уравнений. Для э т о г о  в с е г ­
да можно выбрать такие, удобные для практики, значения величин
2 а
/
И  Ф(Ь при  к о т о р ы х  у г л ы Tl
Ф2 и H окажутся настолько м а л ы ­
ми,  что можно будет с достаточ­ной ТОЧНОСТЬЮ принять SinE^ E 
s in 'E ^ ^ 2, э іпѲ ^ Ѳ , cos Ѳ ^ І  при любом смещении влг<а.
В этом случае вместо с л о ж ­
ной системы точных уравнений (2 ). 
(3), (4), (5) получим простые при­
ближенные формулы:
а X fr
{6
(J)
Й
ш — е 
2/
CO“, (9)
т о ч н о с т ь  к о т о р ы х  пр и  CpClO0 и — j -  <  1 п р а к т и ч е с к и  не  н и ж е  исход­
н ы х .  При т а к и х  з н а ч е н и я х  ср,—  и у д о б н о й  д л я  в и з у а л ь н о г о  о т с ч е т а
і
частоте колебаний порядка \гц , перемещение, с к о р о с т ь  и у с к о р е н и е  
центра тяжести тела будут настолько малыми, что вертикальными 
силами инерции можно пренебречь. Тогда дифференциальные урав­
нения движения центра тяжести в проекциях иа оси х ,  у ,  z совпа 
д у т  с уравнениями равновесия, из которых при указанных условиях 
с  достаточной точностью получим значения натяжения нитей
г , = т  | №
187
В уравнении движения тела, подвешенного на бифил яре, относи­
тельно вертикальной оси Zi9 проходящей через центр тяжести
j  dHJzl --------   =  M
dt2
восстанавливающий момент будет иметь вид
M  - ( T 1SiirjJiAi +  Z s in 2^2A2). ( 1 2 )
Ma основании изложенного выше, перпендикуляры, опущенные из 
точки C 0 на направление горизонтальных проекций сил T1 и T2, с 
принятой степенью точности будут равны
A1 — а -г  ех, Ii2 =  ci — ех.
Мосле подстановки в ( 1 2 ) значений A1, A2, Tly T2 и замены си­
нусов углов—углами получим выражение восстанавливающего мо­
мента, с обычно принимаемой точностью, в виде
M =  -  + [  +  -el) ?• 0 3 )
Таким образом, дифференциальное уравнение малых колебаний 
тела на бифиляре при наличии смещения центра тяжести имеет вид
d2 Cf Cj
dt2 П
м период колебании
7 = 2 ^ ! . /   L L   . (14)
I G (a2- e | )
Поэтому момент инерции тела относительно центральной оси следу­
ет определять по формуле
J O W z J b l L ,  ( 1 5 )
I 4тс2
когда смещение ех известно.
Обычно ех неизвестно и момент инерции определяется но форму­
ле ( 1 ), вследствие чего вносится погрешность, выражение которой
будет
т  -  E j A  = ... «  =  , (16)
Jzl а2 — е- 1 —£■
в Хгде ед.*= y .
а
Знак минус в (16) указывает на то, что Jz> J Zl .
Для проверки полученных результатов были проведены опыты на 
бифиляре с параметрами: 2 а 100  мм, / =  400 мм и телом, имеющим
ф о р м у  к р у г л о г о  ц и л и н д р а  с в ы с о т о й  h. =  2 2 0 м м ,  д и а м е т р о м  d  =  2 r  
=Ьмм,  в е с о м  G =  33,Qzp и м о м е н т о м  и н е р ц и и  о т н о с и т е л ь н о  ц е н т ­
р а л ь н о й  оси ,  п е р п е н д и к у л я р н о й  оси  ц и л и н д р а
J1
т
І2
[Зг2 +  Л2 ] =  1,38 гр .  см .  с е к 2 (17)
Ц и л и н д р ,  с н а б ж е н н ы й  д е л е н и я м и ,  п о д в е ш и в а л с я  на н и т я х  б и ф и -  
л я р а  г о р и з о н т а л ь н о  п р и  р а з л и ч н ы х  с м е щ е н и я х  ц е н т р а  т я ж е с т и ;  при  
к а ж д о м  с м е щ е н и и  з а м е р я л с я  п е р и о д  к о л е б а н и й  в о к р у г  в е р т и к а л ь н о й  
оси. П о  ф о р м у л е  (16) о п р е д е л я л а с ь  т е о р е т и ч е с к а я  п о г р е ш н о с т ь ,  а по  
ф о р м у л е
' ( 1 8 )Os ~
э к с п е р и м е н т а л ь н а я ,  гд е
J пн
Ga2 7 2
/ 4 +
Р е з у л ь т а т ы  о п ы т о в  и в ы ч и с л е н и й ,  п р е д с т а в л е н н ы е  г р а ф и к о м  на 
ф и г .  2,  п о д т в е р ж д а ю т  п р а в и л ь н о с т ь  ф о р м у л  (15) и (16), а т а к ж е  у к а -
Фиг. 2.
зывают на возможность появления значительной погрешности в оп­
ределении момента инерции массы при пользовании формулой (1).
Угловое смещение
Если центральная ось Z 1 тела, относительно которой определяет­
ся момент инерции, пересекая ось z  бифиляра, образует с ней угод е Ф 0, то при подсчете момента инерции по формуле (1) будет до­
пущена ошибка тем большая, чем больше s.
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Для определения величины ошибки от углового смещения вос­
пользуемся известным выражением момента инерции относительно 
некоторой оси z, проходящей через начало координат и составляю­
щей с осями х \ , ѵі, Zi9 являющихся главными осями тела, углы а, ß
или
Jz =  Jxl COS2GC +  JylCOS2ß +  Jzl COS2S 
Л  =  Jzl ( +  cos2a f  k2 cos2ß +  cos2e),
откуда искомый момент инерции выражается формулой
J ,  = J,
+co s 2а +  K2cos2ß +  Cos2S
(19)
где Jz по-прежнему определяется по формуле ( 1 ), а
J.
J
И K9 —
Z1 J2
вполне определенные положительные числа, характеризующие форму 
тела и могущие быть как меньшими, так и значительно большими 
единицы.
Таким образом, в зависимости от формы тела и погрешности ус­
тановки его на бифиляре, действительная величина искомого момента
инерции J 2l будет больше или мень-
ше J24 определенного из опыта 
по формуле (І). Поэтому относи­
тельная погрешность
J 2 J-
Jzl
+ KoCOS2ß + COS2s)
1 —(AiCOS2a
(20)
может быть как положительной, 
гак и отрицательной.
Рассмотрим частный случай: 
а =  90°, тогда 3 =  90 +  s (фиг. 3)
Фиг. 3.
J2
(1 — A2) sin2s.
J-
K9SiQs COS (21)
(22)
Относительная погрешность, вычисленная по формуле (2 2 ) для 
ряда значений K2 и е, представлена графиком на фиг. 4.
Из графика видно, что при к2, значительно превосходящем еди­
ницу, погрешность даже при небольших угловых смещениях будет 
очень существенной.
Так, например, для цилиндра с отношением высоты к диаметру
h
— 1 2 ,2  и с осью Zi, смещенной относительно оси бифиляра на
d
угол 1 °, будем иметь
/?„=г10 0  и о =  (1  — K2)sin2e: •3 %.
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Общий случай
При наличии линейного и углового смещений момент инерции 
тела должен определяться по формуле
Погрешность при определении моментов инерции по обычной форму­
ле (1 ) в этом случае выразится так
Из формул (23) и (24) легко получаются приведенные выше форму­
лы для частных видов смещения.
Экспериментальная проверка формул (23)и (24) также подтверди­
ла их правильность.
Таким образом, при определении момента инерции массы тела 
методом бифиляраого подвеса погрешность от смещения центра тя-
(23)
KiCOS2OI + K2CO S2ß+ CO S2S
KiCOS2a +  K2COS2P +  COS2S
(24)
J JФиг. 4.
жести во многих практически важных случаях может достигать зна­
чительных величин и, по-видимому, является самой существенной 
погрешностью этого метода.
